KOKOS

26.ro¢nik * 3.letak

Mily resiteli!

Ahoj mily fesiteli, je tady novy rok a s nim dalsi série KOpernikova KOre-
sponden¢niho Seminafe. V prvé fadé bychom Ti radi poblahoptali vSechno nejlepsi
do nového roku a mnoho matematickych tspéchi za cely admin team. S novym
rokem piichazime i s novou vizazi nasich webovych stranek, avsak internetova ad-
resa zistava stejnd, takze nevahej a urcité zkoukni. Mame na nich i pfipravenou
soutéz (vice podrobnosti na strankach). Brzy se na webovych strankach objevi i
informace k nadchazejicimu jarnimu soustfedéni tak nevahejte a prihlaste se za-
véasu. (Setite nase lesy, pouzivejte obé strany papiru.)

Zadani dloh

Lenka se usilovné snazila nezacit panikatit. Dfevéné dvere chatrce zacaly povolovat a
vypadalo to, Ze co nevidét vypadnou z pantti. O nékolik sekund pozdéji se tak skutecné
stalo, a dovnitf se zacali hrnout obrovsti ¢erni brouci, ktefi sahali Lence témér po kolena.
Lenka zajecela a rozbéhla se ke schodim na konci mistnosti. Brouci, jichz stale ptibyvalo,
se pohybovali po chatr¢i vsemi sméry, jako by po nééem patrali. Lenka mezitim vybéhla
do horniho patra. Zezdola se ozyvalo klapani kusadel obtich brouku a néktefi uz zacali
vylézat po schodech za Lenkou. Lenka bez rozmysleni vklouzla do jakychsi dvefi.

Ocitla se v pokoji, ktery byl témér prazdny, az na obrovsky kruh, ktery stal upro-
stfed mistnosti. Kruh mél po obvodu napsana ¢isla, kterda Lence nedavala zadny smysl.
Pristoupila bliz.
Uloha 1. (8 bodi1): Mame 10 &isel napsanych kolem kruhu. Cisla 1, 3,5, 7 a 9
jsou umisténa na lichych pozicich; ¢isla 2, 4, 6, 8 a 10 na sudych. Na kazdém dcisle
miizeme provést nasledujici operace, kolikrat chceme:

1. K vybranému ¢islu pri¢teme soucet jeho sousedi

2. Od vybraného ¢isla ode¢teme rozdil ¢éisel vzdéalenych od néj o 2.
Lze docilit rovnosti souc¢tti vSech ¢isel na lichych a sudych pozicich? Svou odpoved
zdtvodni.
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1 Uvnitf kruhu se vzduch podivné vlnil a neslo pres
néj vidét na druhou stranu. Lenka pfistoupila jesté bliz
a vtom ji kruh zacal velkou silou vtahovat dovnitf. Za-
5 motala se ji hlava a tak zavriela o¢i a citila jenom vitr,
ktery foukal na vSechny strany...

Kdyz Lenka oc¢i zase oteviela, zjistila, ze se nachazi
zase nékde uplné jinde. Uz ji z toho zacdinalo preska-
kovat, i kdyZ byla rada, ze nikde pobliz nejsou ti od-
porni brouci. Vypadalo to, Ze se premistila do jakési
hraci mistnosti. VSude okolo byly nejrtiznéjsi barevné
s automaty, na kterych ovSem nikdo nehral.

Uloha 2. (5 bodu): Jeden z vyhernich automatt fungoval ¢isté na principu prav-
dépodobnosti. V automatu je kulicka, ktera pada pres prekazky dold. Vyhrajes v
pripadé, ze kulicka skonéi v jedné z krajnich direk. Dno automatu je 69. fadek.
Jaka je pravdépodobnost, Ze vyhrajes (v %), pokud pravdépodobnost, Ze kulicka
spadne nalevo, ¢ini 50% a napravo taktéz? (viz. obrazek nize)

Lenka si az po chvilce vsimla, ze v tmavém kouté mistnosti sedi ¢tyri déti a hraji
kulicky.

Uloha 3. (6 bodi1): Josef, Martin, Kristyna a Diana hraji kulicky. Kdy# hra
skon¢i, Josef ma o 4 kulicky méné, nez je polovina vSech kulicek, Martin mé
pétinu vSech kulicek a jesté 6 navic, Kristyna tfikrat méné, nez Josef a Diana o
jednu kulicku méné, nez Kristyna. Které z déti ma na konci hry nejméné a které
nejvice kulicek?

Déti se nahle prestaly zabyvat hrou a otocily se na Lenku.
,Ahoj,“ pozdravila Lenka a nejisté preslapovala z nohy na
nohu. ,,Ahoj,“ fekla jedna z divek, kterd se jmenovala Kris-
tyna. Ostatni taky pozdravili, ale podeziravé si Lenku méfili.
, Iy ses sem premistila portalem?“ zeptal se kluk, ktery se
jmenoval Josef. Lenka piikyvla a potom zacala vypravét, co
se stalo. ,Myslim, Ze bychom ti mohli pomoct,* fekl druhy
z chlapct, ktery se jmenoval Martin. ,,Zrovna pracujeme na
vyrobé jedné takové kouzelné kalkulacky. I kdyz to trvalo ve-
lice dlouho, mohli bychom ti kalkulacku dat a ty by ses s ni
pak prenesla zpatky domi.“ ,Pojd s ndmi,“ fekla Kristyna a
Lenka déti nésledovala ke dvefim. Diana natukala kdd tvofeny z Sesti ¢islic a dvefe se
samy otevfely.

Uloha 4. (7 bodi): Mame Sesticiferné prvoéislo. Odec¢teme-li prvni od posledni
¢islice, vyjde nam to stejné, jako kdyz seCteme prvni a druhou. Kdyz secteme
posledni ¢islici s dvojnasobkem prvni ¢islice, vyjde ndm nejnizsi dvojmistné pr-
vocislo. Se¢tenim predposledni a posledni éislice nam vyjde prvodislo, pfedchozi
a toto prvoéislo jsou prvoéiselna dvojcata. Cisla, kterd se daji zapsat jako 1 (1.
¢islo) 2 (2. ¢islo), 3s4 a5 s 6 jsou prvocisla. Po¢atecni ¢tyfcifii je délitelné t¥emi.
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Vypi$ vSechny mozZnosti.

Ocitli se v malé dilné. ,/ To, co tady uvidis je ptisné tajné“ upozornila Lenku Kristyna.
»TakZe po tobé musime zadat, abys o tom pomlcela pred kymkoliv dalsim.“ Lenka
piikyvla a rozhlédla se kolem. Vsude se povalovalo plno soucéstek a néakresi, kterym
nerozuméla. ,,Dokonc¢ime pro tebe kalkulacku, ale zabere ndm to nejspis jesté trochu
casu® fekl Martin. ,,Muzes se zatim posadit.“

Lenka usedla na zidli a stale se neprestavala rozhlizet kolem. Déti se zatim shromaz-
dily u stolu kolem jakéhosi ndkresu a horlivé o nécem diskutovaly.

Uloha 5. (6 bodi1): Na papife je nakresleny rovnostranny trojuhelnik ABC se
stranou a. Sestrojte kolmici k ke strané BC prochéazejici bodem B a kolmici [
ke strané AC' prochazejici bodem A. Pruseéik kolmic oznacte D. Nyni sestrojte
rovnobézku m rovnobéznou se stranou AB prochézejici bodem C. Prusedik k a m
oznacte F, prusecik [ a m F. Vypoctéte pomeér obsaht pravoihlého trojuhelniku
ACF a étyttuhelniku ADEC, vite-li, Ze a = 2, strana FF = 4a.

Kdyz se déti prestaly zabyvat papirem, zacaly cosi konstruovat z miniaturnich sou-
castek. Nékteré nesly malem ani vidét a Lenka si rikala, jaky je to zazrak, Ze se jim jesté
nepoztracely. Jedna z malych soucéastek, kterd méla tvar valce, se po chvili skutecné
malem zakutalela pod stil.

Uloha 6. (8 bodii): Ve vilci s polomérem 14 cm a vyskou 42 cm je umistén
trojuhelnik a lichobéznik. Trojahelnik je tvoren spojenim bodd z hrany spodni
podstavy (A), stfedu horni podstavy (B) a stiedu vysky stény valce (C), kdyz bych
se dival na vélec z vrchu (vidél bych jen kruh) taky by Body tvofily jednu tsecku
prochézejici Stiedem valce (kruhu). Lichobéznik mé body umisténé (D) je na horni
podstavé mezi stfedem a hranou, (E) je na druhé strané zobrazeno zrcadlové podle
stfedu ale ve 2x vétsi vzdélenosti (dotykéa se hrany), (F) je ve % vysky vélce a
(G) je zobrazeno ve stejné vysce taky zrcadlové podle stfedu (D je spojeno s G a
E s F). Kdybych se znova podival z vrchu tak lichobéZnik opét tvoii tsecku, ale
kolmou k tsecce vzniklé z trojuhelniku. Jaky obsah ma trojihelnik AGE a DBF

a CBG.? (Vsechny hodnoty béhem vypoct zaokrohlujte na jednotky.)

Kdyz se uz Lenka zacinala nudit, déti se kone¢né zvedly od stolu. ,,Hotovo,“ prohlasil
Martin a podal Lence tplné novou kalkulacku.

Reseni ailoh 3. série posilejte do 16.2.2013 na zndmou adresu:
KoKoS
Gymnazium Mikulase Kopernika
17. listopadu 526
743 01  Bilovec
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Autorska reSeni 1. série

Uloha 1.
Pokud je nasim cilem vyfesit tuto alohu, pak mizeme pouzit metodu, kterou ex-
perti pfes pravdomluvné a lhafe dobie ovladaji: Kdyz chcete zjistit, je-li néjaky
vyrok (ozna¢me ho P) pravdivy, stadi polozit jedinou otdzku Elovéku, ktery to vi
a je pravdomluvny nebo lhar. Prosté se ho zeptate: ,Je vyrok, ze jste pravdo-
mluvny, ekvivalentni vyroku, ze P je pravdivy?“ Jestlize vAm odpovi ,ano,* vite,
ze P je pravdivy; pokud vam odpovi ,ne,“ vite, ze P je nepravdivy. Tuto metodu
FeSeni pouZzijeme a zjistime néasledujici. Z vyroku C vyplyva, ze A a B maji stejnou
povahu, tj. bud jsou oba pravdomluvni, nebo 1héfi. Jejich vyroky jsou tedy oba
pravdivé, nebo oba nepravdivé. Predpokladejme, ze jsou oba pravdivé. Pak podle
vyroku A je na ostrové sudy pocet lharfia. Podle vyroku B je na ostroveé lichy po-
cet lidi, véetné vas. Jenomze vy nejste ani pravdomluvny, ani lhaf, a jste jedinym
navstévnikem na ostrové, takze na ostrové je sudy pocet obyvatel. Kdyz odectete
od sudého poctu obyvatel sudy pocet lhara, vyjde vam sudy pocet pravdomluv-
nych. V tomhle pfipadé tedy na ostrové poklad je. Naopak predpokladejme, ze
oba vyroky jsou nepravdivé. To znamena, ze na ostrové je lichy pocet lhaia a
lichy pocet obyvatel (vSech lidi na ostrové véetné vas je sudy pocet). Potom tu
musi opét byt sudy pocet poctivctl, takze zase na ostrové poklad je. Ulohu lze
vyresit také pomoci negace vyroku C, avsak zde by bylo zapotiebi vyuzit znalosti
z vyrokové logiky.

Péta

Uloha 2.

Ze zadani nam vyplyva, Ze mame zjistit tyto thly, pricemz obrazec se sklada
ze Sesti Gtvercti. ReSeni je mnoho, ale vezeme si tieba tyto dva trojihelniky. V
tomto trojuhelniku vypocteme thly snadno podle goniometrické funkce tangens.
Jsou to thly: o = 18,43° ;5 = 26.56° ; v = 135,01°. Nyni vidime, Ze nejvétsi thel je
vedlejsim tthlem k hledanému thlu. Dopocitame: 180° —135,01° = 44, 99° tohle je
jeden z hl. thlt. Nyni si vezmeme druhy trojthelnik. Uhel u vrcholu B vypocitdme
jako 90 + 8 = 116,56° Uhel u vrcholu D vypocitdme pomoci gon. funkce tg
thel je 14,03° Posledni thel dopocitame ze znalosti trojahelniku, tento posledni
thel je vrcholovy thel k 2. hledanému tthlum, a proto tyto thly jsou stejné a
jsou tedy 49,41°. Posledni hledany tihel dopoc¢itame jako 180° —44,99° 449,41 =
85, 6°. \
Hledany trojuhelnik ma thly 44,99°, 49.41° a 85,6°. \ 4 .

2 /\\ L Tomik
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Uloha 3.

Vime, Ze byly 4 atoky a taky vime o vSech, na koho byly sméfovany. Vime taky,
ktera kolonie zalozila jeden Gtok. Zbyvaji ndm 3 kolonie, o kterych nebylo zminky,
a 3 ttocénici — to znamend, ze kazda z téch kolonii (A, C a D) jednou zattodila.
F nezattocila ani na B, ani na E (E méla na za¢atku vyssi pocet brouku (b.),
nez F), takZe musela zattocit na C. To znamend, Ze na B zautodily kolonie D a
E (obé jsou vy§ v abecednim pofadi a C se brénila pfed F). Zbyva utoénik A a
branici se kolonie E = A napadla E. Pii svém utoku E pfisla o pocet b. délitelny
7, to znamend, Ze na poc¢atku E méla pocet b. délitelny 7, takze 35 nebo 28 (21
ne, protoze F méla na poc¢atku nizsi pocet b. a to bylo 25). Jeden z atoénikt na
B mél nejmensi pocatecni pocet b. — bylo to D, jelikoz E mélo na pocatku brouka
nejvic. Pri atoku F na C, C ztratila 7 brouka, F taktéz a B taky 7, jelikoz B prisla
pii obrané pred D o tolik b., kolik F pfi svém utoku. C mohla mit na pocatku
pouze 18 b., protoze z ¢isel 15 az 19, pouze 18 - 7 je prvocislo. Zistatek b. v B
po 1. ttoku na né&j (¢ili po ttoku E; 2. Gtok na B byl ttok C) je 40% z toho, kolik
méla B pted utokem + 2. Jelikoz 16 (to je nejmensi poc¢atedni pocet brouk, ktery
ale mélo D) | pocateéni ztistatek b. v B i 30, tak téch 40% mohlo byt 8 nebo 10.
V tom piipadé 100% = 20 nebo 25 a podet b. v B pied titokem mtize byt tedy 18
nebo 23. v 1. pfipadé (18 b. pfed, 8 po utoku) by vsak B prigla o pocet b., ktery
neni prvodislo, ale v 2. pfipadé (23 b. pfed, 10 po Gtoku) to prvoéislo je. Takze B
méla na pocatku 23 b., po 1. itoku 10 b. P¥i druhém utoku pfisla o 7 b., takze
na konci méla 3 b. A musela byt na poc¢atku s b. na 2. misté, protoze vSechny
kolonie (kromé E, kterd byla na 1. misté) mély 25 b. nebo min (s 25 b. byla F na
3. misté). Soucet b. na konci je 60, jelikoZ je to nejmensi spoleény nasobek 15 a
20. Kdyz uz vime tolik informaci, udélejme si tabulku:

A B | C D E F | Soucet
Na pocatku | Mezi 26 a 34 | 23 | 18 16 28 nebo 35 | 25 148
Na konci ? 3 | 11 | 9 nebo 10 ? 18 60

Pokud od 148 odec¢teme pocatecni pocty b. od kolonii, od kterych je zname
jisté, tak ndm vyjde 148 — (25 + 16 + 23 + 18) = 66, ¢ili Ze na pocdtku A +
E = 66. Pokud pocet b. v E byl 28, tak v A mohlo byt maximalné 27 b. V tom
pfipadé A 4+ E mizZe byt maximalné 27 + 28 = 55, coz je méné, nez 66, takze E
= 28, takze E = 35. V tom piipadé A = 66 — E = 31.

Pokud od 60 odec¢teme koncovy pocet b. od kolonii, od kterych to vime jisté,
tak ndm vyjde 60 — (3 + 11 4+ 18) =28 = A + D + E. Po svém prvnim boji méla
E 0 2/7 méné b., to je 35— (2/7)(35) = 25. Pii Gtoku A na E, A pfisla o 4 brouky
méné, nez E = ztrata A = ztrata E — 4 = ztrata (A + E) = ztrata (2E - 4), co
musi byt sudé ¢islo (2E je sudé, ¢islo 4 je také sudé). Pied bitvou A x E, A méla
31 b. a E méla 25 b., co déva sudé ¢islo, proto na poc¢atku (A 4+ E) — ztrata (A
+ E) = na konci (A + E) = sudé &slo.
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Protoze na konci 28 = A + D + E a A + E = sudé éislo, tak D musi byt také
sudé ¢islo = D = 10. Proto A + E = 28 — 10 = 18.

Pfed bitvou A x E, soucet A + E = 31 + 25 = 56. Po bitvé soucet A + E =
18. Kdyby E pfisla o tolik b., o kolik pfisla A, na konci souéet A + E = 22 (E
by pfisla o 4 brouky méné). Takze 56 — (2 krat ztrata A) = 22 = ztrata A = 17.
Ztrata E tedy byla 17 + 4 = 21. Na konci E méla 25 — 21 = 4 b., A méla na konci
31-17+=14b.

Na konci mély kolonie takové pocéty brouki — A = 14; B =3; C = 11; D = 10;
E=4aF =18

Damidn

Uloha 4.

Vime, 7Ze 17 dfevorubcii a 1 liliputan pokéaci les za 168 h. Hodnoty dosadim do troj-

¢lenky s nepfimou timeérnosti. Za 5 dni les pokéci 24 dfevorubcti a 1 liliput.Kdyz

pouzivaji normalni pily pokaci 82 stromi za den a cely les za 168 h. Kdyz pouziji

staré pily (56 stromti/den), kdceni bude trvat 246 h. V lese je 574 stromu.
Chroby

Uloha 5.

Ze zadéni vime, Ze druha kapitola je o 125% delsi nez prvni, to znamend, Ze
Ky = 2,25K,. Precist celou knihu trva 28 hodin (27 + 1), coz je 28krét vice, nez
je doba pfecteni prvnich dvou kapitol. To znamen4, ze (K + K3) -28 = z (délka
celé knihy). Za Ky mizeme dosadit 2,25 - K a dostaneme rovnici

(K1 +2,25K) - 28 =z,

po upraveé zjistime, ze x = 91 Kj.

Dale vime, ze pokud by byla kniha o ¢tyfi strany kratsi, byla by ctyticetkrat
delsi, nez druhé kapitola. Tedy x — 4 = 40 - Ky - K5 znovu vyjadiime pomoci K
a dostaneme

z—4=40-2,25K1,

po upraveni x = 90 K1 + 4.

Srovnévaci metodou dostaneme z obou rovnic jednu: 91 K7 = 90 K7 + 4, z
¢ehoz zjistime, ze prvni kapitola je dlouhd 4 strany. Celd kniha mé délku 91 - K7,
tedy 91 - 4 = 364 stran.

Terka
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Uloha 6.

Zalneme tim, Ze si zapiSeme, kdy vyhraje MiSa (feSeni je mozné provést i pro
vztah pro vyhru Péti) - (ax+ %)b > 2ab, protoze a, b jsou kladna redlna ¢isla (tuto
podminku, i kdyZ je v zadani, je nutné pfi tpravich zminit), miZeme soucinem
ab vydélit. Dostavame nerovnici x + % > 2, vynasobime x, které je rovnéz kladné,
22 +1 > 2. Pievedeme vSe na pravou stranu a upravime na kvadrat (z —1)? > 0.
Jak vime, kvadrat libovolného realného ¢isla je vétsi nebo roven nule, tudiz jsme
dokazali, ze Misa vzdy vyhraje.

Déle je zde druhd moznost, kterou zminila pouze Barca Tizkova - ze Péta
moznost - opétovné mizeme podélit b a dostaneme se k a?z — 2a? + z = a?(z —
2) + ¢ > 0. Jako nejtrividlnéjsi feSeni se nabizi © > 2, protoze pak je souéin
a’®(z —2) kladny stejné jako z. Rovnéz lze uvazovat opaény piipad, kde je nicméné

vvvvvv

(pokud by nékoho zajimal postup, pak muiZe napsat na nas e-mail), vysledek je
nerovnost a > /5% pro x < 2. Vyraz pod odmocninou je nejméné nula, bohuzel

nelze stanovit jeho maximum, protoze pro x blizici se k dvojce roste nad vSechny
meze.
Honza
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Zakousni se!

Mocnost bodu ke kruznici

V tomto dile mphu si Tekneme néco o mocnosti bodu ke kruznici.

Co je to mocnost bodu ke kruznici?

Predstavme si, ze v roviné je dana kruznice k a libovolny bod M lezici v jeji vnéjsi
oblasti. Nyni vedme pfimku, kterd protina kruznici k ve 2 riiznych bodech (fika
se ji se¢na kruznice k). Priseciky se¢ny s kruznici k ozna¢me X, Y.

Tvrzeni o mocnosti bodu ke kruznici ndm ¥ika, ze at uz si se¢nu zvolime
jakkoliv, pak bude platit |[MX||MY| = k, kde k je pro dany bod M konstantni
(tzn. je zavislé pouze na poloze bodu M). Dokonce plati, ze pokud si zvolime
te¢nu kruznice z bodu M, tak bude platit |M X|? = k.

Co by se stalo, kdybychom si bod M zvolili uvniti? V tomto pripadé plati, ze
k = —|MX||MY|. Zmitime snad i posledni pfipad, kdy bod M lezi na kruznici,
kdy ziejmé k = 0.

Neni rovnéz tézké dokazat, Ze mocnost k lze rovnéz spoéitat jako k = v? — r2,
kde v je vzdalenost bodu od stfedu kruznice a r je jeji polomér.

K mocnosti bodu se vztahuji jesté 2 pojmy, které se hodi znat - chordéla a
potenéni stfed. Chordéla 2 kruZnic je pfimka, na které lezi vSechny body, které
maji k témto kruznicim stejnou mocnost. Pro chordalu plati, ze je kolmé na
primku spojujici stfedy kruznic. Potenéni stfed 3 kruznic je takovy bod, ktery ma
ke vSem tfem kruznicim stejnou mocnost.

K ¢emu je nam to dobré?

Je dana ptfimka p a 2 rizné body A, B, které lezi v jedné poloroviné s hrani¢ni

pfimkou p. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka ptimky p a prochazi body A, B.
Zkuste si tuto tlohu promyslet, popfipadé nam zaslat feseni. Napovim vam,

ze se tam nékde bude vyskytovat mocnost bodu ke kruznici a taky se vAm mozna
bude hodit znalost Euklidovych vét.

Honza
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8. roc¢nik

Vysledkové listiny

Tady najdete jen nékolik nejlepsich fesitelid, pro tplné vysledkové listiny se
podivejte na nase internetové stranky.

6. roc¢nik

jméno  prijment 12845658 3

1. Natalie Malendkova 6 8 8 5 6 7 40 61

2. Vilém  Jankovsky 18350623 45

3. Karolina Storchova 1--56-12 35
7. rocnik

jméno  priyment 12384568 >

1. Jan Kacenka 3-85372 60

2. Jana Kolenovskd 6 - 8 5 6 - 25 50

3. Tereza Zeleni - --56-11 29
8. roénik

jméno  prijment 1234568 >

1. Klara Moikovska 18756532 63

2. Lubo$ Bartik 68756739 60

3. Thea Kratochvilovd 1 4 55 3 7 25 43

KoKoS, Gymnazium Mikulase Kopernika, 17.listopadu 526, 743 01 Bilovec ]
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3.letdk — 26.ro¢nik(2013/2014) — KoKoS

1.-2.

© 0N DU

Jmeéno
Bara

Jiri

Jan

Jan
Berenika
Denisa
Adéla
David
Dominik

0. roénik

prijment
Tizkova
Vala
Havelka
Preiss
Cermékova
Chytilova
Hankova
Vranesic

Vrba

123456
- 88567
687367
686566
618567
6 -4567
-85567
1-75-1
1--5--

R )
SO N E oD

74
74
71
70
62
57
46
15
12

http://kokos.gmk.cz



